Probabilidad y Estadistica Il

Apuntes sobre la Teoria de la Decision

Capitulo 1
Teoria Elemental de Muestreo

Generalidades

La teoria del muestreo es el estudio de las relaciones existente entre una poblacién y las muestras extraidas
de la misma. Es de gran interés en muchos aspectos de la estadistica; por ejemplo permite estimar
cantidades desconocidas de la poblacién (talesn@ la media poblacional, la varianza, etc.),
frecuentemente llamada parametros poblacionales o brevemente parametros, a partir del conocimiento,
de las correspondientes cantidades muéstrales (tales como la media muestral, la varianza, etc.), a menudo
llamadas estadisticos muéstrales o brevemente estadisticos.

La teoria de muestreo también es Util para determinar si las diferencias que se puedan observar entre dos
muestras son debidas a la aleatoriedad de las mismas o si por el contrario son sigrafiCBdiles
preguntas surgen al ensayar un nuevo suero para el tratamiento de una enfermedad, o al decir si un
proceso de produccion es mejor que otro, entre otros muchos ejemplos posibles.

Estas decisiones envuelven a los llamados ensayos e hipétesisiflesgighn, que son de gran importancia

en la teoria de la decision. En general, un estudio de inferencias, realizados sobre una poblacion mediante
muestras extraidas de la misma, junto con las indicaciones de la exactitud de tales inferencias apécadas a
teoria de la probabilidad, se le conoce como inferencia estadistica.

Tipos de muestreo

Las técnicas de muestreo probabilistico son aquellas en las que se determina al azar los individuos que
constituiran la muestra. Estas técnicas nos sirven cuanddesean generalizar los resultados que se
obtienen a partir de la muestra hacia toda la poblacion. Lo anterior se dice dado que se supone que el
proceso aleatorio permitird la obtencion de una muestra representativa de la poblacion.

Los muestreos probalsiticos pueden ser con o sin reemplazo.

Los muestreos con reemplazo son aquellos en los que una vez que ha sido seleccionado un individuo (y
estudiado) se le toma en cuenta nuevamente al elegir el siguiente individuo a ser estudiado. En este caso
cada unale las observaciones permanece independiente de las demas, pero con poblaciones pequefias (un
grupo de escuela de 30 alumnos, por ejemplo) tal procedimiento debe ser considerado ante la posibilidad
de repetir observaciones. En el caso de poblaciones gsandeimporta tal proceder, pues no afecta
sustancialmente una repeticién a las frecuencias relativas.

Los muestreos sin reemplazo son los que una vez que se ha tomado en cuenta un individuo para formar
parte de la muestra, no se le vuelve a tomar ementa nuevamente. En este caso, y hablando
especificamente para el caso de poblaciones pequefas, las observaciones son dependientes entre si, pues
al no tomar en cuenta nuevamente el individuo se altera la probabilidad para la seleccién de otro individuo
de la poblacion. Para el caso de las poblaciones grandes (por ejemplo la poblacién de un pais) dicha
probabilidad para la seleccidon de un individuo se mantiene practicamente igual, por lo que se puede decir
gue existe independencia en las observaciones.
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Métodos de muestreo
I. Introduccién

Denominamos poblacién o universo conceptual al conjunto de unidades sobre las que pretendamos
obtener cierta informacion. Esas unidades pueden ser individuales (como, por ejemplo, mujeres de
Andalucia, personas de Idercera Edad, etcétera), compuestas (como, por ejemplo, escuela,
ayuntamientos, etcétera), o una serie de objetos (como, por ejemplo, editoriales de un periddico, articulos,
etcétera).

Como caracteristica de cualquier poblacién hay que destacar:

e Una corecta delimitacién de la misma, de manera que se pueda definir sin problemas si una
unidad pertenece o no.
e Que esté constituida por unidades de la misma naturaleza.

En la mayoria de las ocasiones, y debido a la complejidad de la recogida y clasificasialisgede los
datos, es practicamente imposible que el estudio abarque a todas las unidades que comprendan la
poblacién, salvo que ésta sea muy pequenia.

En esos casos se toma una parte representativa de la poblacién, que debe reducir de la formactads ex
posible las caracteristicas de la poblacion. A esa parte de la poblacion se le llama muestra. Asi, pues, una
muestra es una parte representativa de la poblacién. Los elementos principales de una muestra son:

El marco o base de la muestfonjunto deunidades que constituyen la poblacién. Por ejemplo, espafioles

de ambos sexos que viven en la peninsula y son mayores de edad. Lo ideal seria tener un registro de la
poblacion en el que aparecieran todas sus unidades, pero hay ocasiones en que esene@siste, pues

hay poblaciones que no estan censadas. En la practica suelen utilizarse bases ya formadas como los censos
de poblacién o los padrones municipales, etcétera.

Unidades muestralesCada uno de los elementos que constituyen la base o marda deuestra. Esas
unidades pueden ser individuales o colectivas. Si la unidad es colectiva, al nimero de individuos que la
componen se le llama talla de la muestra.

¢ Fracan de muestreo: Es el porcentaje que representa la muestra sobre el total plzblacion
(n/N)*100.
Ejemplo:
N = 580.000 (poblacién)
n = 2.000 (muestra) OHdnankpyndnanv~mMannl nXonp:

e Coeficiente de elevacidies el nUmero de veces que el tamafioa@dblacion contiene al tamafio
de la muestra (N/n).
Ejemplo:
N = 200.000 (poblacién)
n=1.000 (muestra) 200.000/1.000=200

Il. Métodos de muestreo.

Existen distintos métodos para obtener muestras:
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a) ProbabilisticosSi cada elementde la poblacién tiene una probabilidad, conocida y distinta de 0,
de ser elegido dentro de laoplacién, al formar parte de la muestra.

La gran ventaja que presentan las muestras probabilisticas es que permiten la inferencia
estadistica. Es decir, permiten trasladar los datos de la muestra al conjunto de la poblacion
mientras que las no probabilisas no.

Para que un muestreo sea probabilistico han de seguirse determinadas normas en el proceso de
eleccién de los individuos (0 unidades muestrales). Esas normas dan origen a los 4 métodos béasicos
de muestreo probabilistico. De los 4 métodos, los Bnpros son monoetapicos, las unidades
muestrales se eligen en una sola etapa.

El muestreo por conglomerados suele ser polietapico, y esas unidades muestrales no son
individuales, sino conglomerados de elementos.

1) Muestreo aleatorio simpleLos elementos de la muestra se eligen al azar, directamente y
en una sola etapa. En la practica, equivale en sacar al azar del censo de la poblacién objeto
del estudio, los elementos que van a formar parte de la muestra. Para esa seleccion al azar,
se usa las tablas de numeros aleatorios. EI muestreo aleatorio simple se aplica
fundamentalmente en poblaciones pequefias y plenamente identificables.

2) Muestreo aleatorio sistematicds una variante del anterior. Sistematiza la eleccién de los
componentes de lauestra. Se calcula el coeficiente de elevacion (nimero de veces que el
tamafo de poblacién tiene al de muestra). Se elige al azar un nimero igual 0 menor a ese
coeficiente. El individuo al que corresponde ese nimero forma parte de la muestra. Los
restantes se obtienen sumando sucesivamente el coeficiente de elevacion al numero
obtenido.

Ejemplo
N = 5.000
n =100 Coeficiente de elevacion=5.000/100=50

El peligro de esta eleccion es que si en el listado hay algun tipo de ordenacién, se corre el
riesgo que la eleccion no sea tan neutra.

3) Muestreo estratificado Si el universo no es homogéneo, sino que esta formado por
estratos diferentes que constituyen categorias importantes para la investigacion, la
eleccion de la muestra no debe hacerse globalmey#e todos los estratos a la vez, ya
gue nos expondriamos a que unos estratos estuvieran mas representados que lo que
proporcionalmente les corresponde.

En estos casos se debe elegir una muestra para cada estrato por alguno de los
procedimientos anteriags. No es aconsejable elevar la divisibn en estratos demasiado
lejos, ya que los estratos muy pequefios complican el disefio al aparecer estratos vacios.
Para determinados estratos se suele recurrir a variables espaciales (comunidades,
provincias, municipigspor ejemplo), o subdivisiones inherentes al universo en estudio
(ensefanza publica/privada, etcétera, por ejemplo).

El muestreo estratificado es el mas utilizado en la practica. Una vez definidos los estratos,
dentro de cada uno de ellos se lleva a cahanuestreo aleatorio simple o sistematico para
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elegir la submuestra correspondiente al mismo: la determinacion del nimero de elementos
gue ha de tener cada una de estas submuestras se le denomina afijacion de la muestra.

Para hallar la afijacioproporcional se extrae de cada estrato el nimero necesario de
individuos para que la distribucion de la poblacién y de la muestra coincidan.

Respecto a la afijacion de la muestra, se dice que la afijacion es simple si en cada estrato
elegimos el mismo ndero de individuos. Por ejemplo, si se quiere elegir una muestra de
500 individuos y tengo 4 estratos, cada estrato tendra 125 individuos (500/4). Asi:

Ejemplo

e Afijacion simple Presenta una dificultada cual es queen la muestra no esta
representada lgoblacién en realidad.

n =500

9mMMydz2SNBa RS YSy2a RS on | 32a
9H Y dz2SNBEa RS Yt a RS on 3243
90MK2YoNBaE RS YSy2a RS on 324
9nMmMK2YoNSa&d RS Yta RS on +32a

e Afijacion proporcional Pretende que cada estrato tenga la misma proporcion en la
muestra que en la gaacion. Por ejemplo, si en la muestra, en el E1 la proporcién de
mujeres es de un 40%, en la poblacién también tiene que ser la misma proporcion.

n=100 Coeficiente de elevacién = 5.000/100=50 (se elige
N =5.000 1 de cada 50 miembros de la pabtapara la muestra)

5000
3000 2000
(60%) (40%)
500 500
H<30 HGBO
(30%) (10%)

/

2000 1000
M<30 MGB0

1

(40%) (20%)

Observamos que hay una proporcién entre la muestra y la poblacién. La ventaja es
gue la muestraepresenta mejor a la poblacion. En la poblacién hay mas mujeres,
por lo que la muestra también ofrece una mayor proporcion de mujeres. El
inconveniente es que no siempre se conoce la distribucion para hallar la proporcion.

¢ Afijacion optima:Consiste en elegir pocos individuos de los estratos que sean muy
homogéneos vy, por el contrario, elegir muchos individuos de aquellos estratos que
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sean heterogéneos. El problema, al ser 6ptima, es que no se sabe si es homogéneo o
heterogéneo en la practica.

4) Muestreo aleatorio conglomeradcEn este muestreo, las unidades muestrales no son
simples, sino que son colectivos. Por ejemplo, las escuelas, los hospitales, etcétera. Cada
uno de estos colectivos reciben el nombre de conglomeraciones.

Pongamos comajemplo una urna electoral, la eleccion de los conglomerados puede
hacerse por cualquiera de los procedimientos anteriores, aunque es mas utilizado el
estratificado. Una vez elegidos los conglomerados:
e Sison pequefios, el estudio de realiza con todasraades que lo componen.
e Si son grandes, es imposible realizar el estudio con todos los elementos. Hay que
recurrir a la eleccion de una muestra de ese conglomerado.

Se pretende que los conglomerados sean homogéneos entre si; sin embargo, que las
unidadesque las componen sean heterogéneas. Por ejemplo, la Facultad de Ciencias
Politicas y la Facultad de Derecho, como conglomerados son homogéneos, en cambio,
dentro de ellos, dentro del conglomerado hay heterogeneidad porque hay alumnos,
profesores, secretaws, etcétera. La diversidad se encuentra dentro del conglomerado.

b) No probabilisticosPueden ser de tres tipos:

1) Muestreo accidental Es un muestreo no probabilistico donde el investigador elige a
aquellos individuos que estdn a mano. Por ejemplo, uriop&ta que va por la calle
preguntando a las personas que salen a su paso, sin atender ningun criterio especial de
eleccion. No es probabilistico porque aquellas personas que no pasan por ese sitio no tiene
la posibilidad de entrar en la muestra.

2) Muestreo por cuotas Se aplica en la ultima fase del muestreo, y consiste en facilitar al
entrevistador el perfil de las personas que tiene que entrevistar dejando su criterio, la
eleccion de las mismas, siempre y cuando cumplan con el perfil.

3) Muestreo intencioado: Se basa en una buena estrategia y el buen juicio del investigador.
Se puede elegir las unidades del muestreo. Un caso frecuente es tomar elementos que se
juzgan tipicos o representativos de la poblacion, y suponer que los errores en la seleccién
se canpensaran unos con otros. El problema que plantea es que sin una comprobacion de
otro tipo, no es posible saber si los casos tipicos lo son en realidad, y tampoco se conoce
como afecta a esos casos tipicos los posibles cambios que se producen.

Distribucién muestral de medias

Si tenemos una muestra aleatoria de una poblacion N(m s), se $abes(na del limite centrplque la
funcién dedistribucién deprobabilidadde la media muestral es también normal con media m y varianza
$’/n. Esto es exacto para poblaciones normales y aproximado (buena aproximis/y/= con n>30)
para poblaciones cualesquiera. Es decir esrek tipico, o error estandar de la media

¢, C6mo usamos esto en nuestro problema de estimacion?

1° problema: No hay tablas para cualquier normal, sélo para la normal m=0 y s=1 (la II@mpdeo
haciendo la transformacion (llamadiaificacion
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X-u

JIJH

una normal de media m y desviacion s se transforma erzuna

z:

Llamando zal valor de una variable noral tipificada que deja a su derecha un area bajo la curva de a, es
decir, que la probabilidad que la variable sea mayor que ese valor es a (estos son los valores que ofrece la
tabla de la normalpodremos construir intervalos de la forma

A—u

Z L — 1
l-=i2 7 =2
W
para los que lprobabilidad es 1 a.
/2 o2
zl—m*2 Z a2

Teniendo en cuenta la simetria de la hormal y manipulaadebraicamente
== F == F
Xogan—=pfh =Xt zan—p

v/n vn

gue también se puede escribir
= F
KEz_, E

0, haciendo énfasis en qt?‘fﬂ"f; es el error estandar de la media,
J?:I:szE (X

Recuérdese que la probabilidad de que m esté en este intervalo-@s A un intervalo de este tipo se le
denominaintervalo de confianza&on unnivel de confianzalel 100(1- a)%, onivel de significacidule
100a%. El nivel de confianza habitual es éb98n cuyo caso a=0,0%,,=1,96. Al valo'X se le denomina
estimacion puntual y se dice guXes un estimador de m.

Distribucién muestral de proporciones

SeaX una variable binomial de parametrasy p (una variable binomial es el nimero @sitosen n
ensayos; en cada ensayo la probabilidad de éxifee$ la misma, por ejemplo: nimero de diabéticos en
2000 personas).
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Sin es grande Y no esta proximo a 0 6 hy 3 5) Xes aproximadamente normal con medipy varianza

¢
p:_
npq (siendoq = 1- p) y se pude usar el estadistic I (proporcion muestral), que es también

fpa
aproximadamente normal, coerror tipicodado por f %

Capitulo 2
Teoria de la Estimacion Estadistica

Estimacion de Parametros

La teoria de muestreo puede emplearse para obtener informacién acerca de muestras obtenidas
aleatoriamente de una poblacion conocida. Sin embargo, desde un punto de vista practico, suele ser mas
importante y ser capaz de inferir informacion acerca de untalgrion a partir de muestras de ellas. Dichos
problemas son tratados por lmferencia estadisticaque utiliza principios de muestreo. Un problema
importante de la inferencia estadistica es la estimacionpdeametros poblacionaleso simplemente
pardmetos (como la media y la varianza poblacionales), a partir de elstadisticos muéstrales
correspondientes cestadisticos(como la media y la varianza muestral.

Estimados sin Sesgo

Si la media de la distribucién muestral de un estadistico es igpatainetro poblacional correspondiente,

el estadistico se denominestimador sin sesgdel pardmetro; de otra manera, es denominagistimador
sesgado. ds valores correspondientes de dichos estadisticos se llaman estimados sin sesgo o sesgados,
respectivamente.

1. La media de la distribucién muestral de las meu es p,, la media poblacional. Por lo tanto, la
media muestral x es un estimado sin sesgo de la media poblap. ynal

2. La media de la distribucién muestral de las varianzas es:
1 = ( N1/ N )o?

dondec? es la varianza poblacional y N es el tamafio de la muestra .Entonces, la varianza muestral
& es un estimado sesgado de la varianza poblacic®.dlsando la varianza modificada.

}12=(N/N1)$

Se encuentra quiy’=c°S RS Y 2%R£un kstiztado}sin sesgo o’ d{ Ay SYol NH2 T Sa
de c.En términos de esperanza matematica se podia decir que un estadistico no esta sesgado si su
esperanza es igual al parametro poblacional correspondiente.

Estimados Eficieas

Si las distribuciones muéstrales de dos estadisticos tienen la misma media o esperanza matematica
entonces el estadistico con la menor varianza se denogstimadoreficientede la media, mientras que el
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otro estadistico se le llamastimador ineficiente Los valores correspondientes de los estadisticos se
conocen, respectivamente, comastimadores eficientesSi se consideran todos los estadisticos posibles,
cuyas distribuciones muéstrales tienen la misma media, aquel con la menor varieteaaoominarse el
mejor o0 mas eficientestimadorde dicha media.

La distribucién muestral de la media y la mediana tienen la misma media; a saber la media poblacional. Sin
embargo, la varianza de la distribucion muestral de las medias es mas pequeiia garganza de la
distribucion muestral de las medianas. Por lo tanto, la media muestral ofrece un estimado ineficiente de
esta De todos los estadisticos que estiman la media poblacional, la media muestral ofrece el mejor o mas
eficiente estimado. En lar@ictica, suelen usarse los estimados ineficientes debido a la relativa facilidad con
gue se obtienen algunos de ellos.

Estimados por Punto y Estimados por Intervalo; su Confiabilidad

El estimado de un pardmetro poblacional dado por un salmero se denanina estimado puntualdel
parametro. El estimado de un parametro poblacional dado porrmimseros,entre los cuales se considera
esta el parametro, se denomirestimadopor intervalo del pardmetro. Los estimados por intervalo indican
la precisién de un eshado y son, por lo tanto preferibles a los estimados por punto.

Ejemplo:Si se dice que una distancia medida es de 5.28 metros se esta dando un estimado por punto. Si
por otro lado, la distancia es de 5.28 mas menos 0.03metros ( es decir , la disstacatre 5.25m y 5.31
m ) , se esta dando un estimado por intervalo .

La informacién sobre el error o precisién de un estimado se conoce confiabilidad.
Estimados por Intervalo de Confianza de Parametros Poblacionales

Seanus Y o5 la media y la desviacion estandar ( error estandar ), en ese orden, de la distribucion muestral
de un estadistico S. Entonces, si la distribucién muestral de S es en formas aproximadas a la normal ( lo cual
es verdadero para muchos estadisticos si el faonde la muestra es N mayor o menor que 30.

Intervalos de Confianza para Medias

Si el estadistico S es la media muestraéntonces los limites de confianza de 95% y 99% para estimar la
media poblacionap estdn dados poix mas menos 1.9y y 2.5(cy respectivamente. De manera mas
general , los limites de confianza estan dados pérz. o, donde z que depende del nivel particular de
confianza deseado , usando los valoresc, ebtenidos se ve que los limites de confianza para la media
poblacional stan dados por :

)_(iZCG/ \/W

si el muestreo se lleva a cabo a partir de una poblacion infinita o de una poblacion finita con reemplazo y
estan dados por :

X +Z ol /N /Np—N/Np-

si el muestrecse realizo sin reem@azo de una poblacion de tamafio finitg Ngeneralmentda desviacion
estandar poblacionés es desconocida ; por consiguiente , para obtener los limites de confianza anteriores,
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a8 dziAft AT fF S&aidayYl OA seysatisfabria cudidd sk imay@r o fnendr gue 30 Y 2
para N menor que 30, la aproximacidn es pobre y se debe usar la teoria de pequefias muestras .

Intervalos de Confianza para Proporciones
{A St SadlFIRNadAO2 { Sa I LddBhaddNIdbtenida d& Gna poblacibni 2 &
binomial en la que p es la proporcién de éxitos es decir la probabilidad de éxito, entonces los limites de

confianza para p estan dados por la proporcion de éxitos en la muestra de tamafio N. Usando los valores de
op Obtenidos, ve que los limites de confianza para la proporcion poblacional estan dados por :

P+Z ./pd/N

Si el muestreo se efectué de una poblacion finita o de una poblacion infinita complaEgamiento y estan
dados por

P£Z ./pa/N ./Np—N/Np-

Si el muestreo se hizo sin el reemplazamiento de una poblacion de tamario finiRafd calcular estos
limitesde confianza se puede usar el estimado muestral P que por lo general , mostrara ser satisfactorio si
N es mayor o igual a 30.

Intervalos de Confianza para Diferencias y Sumas

Si $y S son dos estadisticos muéstrales con distribuciones de muestreo aproximadamente normales,

entonces loslimites de confianza se puede usar para la diferencia de los parametros poblacionales
correspondientes a,§ S estan dados por :

SY S+ Z6sics2
Intervalos de Confianza para Desviaciones Estandar

Los limites de confianza para la desviacion estan de una poblacion normalmente distribuida,
estimados a partir de una muestra con desidaestandar s, estan dados por

S+Zos=s+tZ ol /2N
Para calcular estdémitesRS O2y FAF Yyl | &S do AfATI & 2 1 LI NI Sai
Error Probable

Los limites de confianza de 50% de los pardmetros poblacionales correspondientes al estadistico S dados
por S +0.675csla cantidad de 0.67cses conocida comerror probablede la estimacion.
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